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物質科学の分野において結晶粒界溝の研究は重要である。材料特性を調べるた
めに、これまで膨大な研究が行われてきた。  
実際固液界面においては、温度勾配下における定常的な結晶粒界溝についての
研究が多く報告されている。まず、 1 9 6 0 年代から 1 9 8 0 年代にかけて理論的な研
究が行われた。さらに、理論的に得られる形状と実験によって得られる形状とを
比較する事により界面エネルギーを求めるという研究が、1 9 7 0 年代から近年に至
るまで行われている。  
一方、固気界面における結晶粒界溝の形成とその発展様相についての研究は、
M u l l i n s によりはじめられた。M u l l i n s 理論に基づいて拡散係数を求めるという実
験が、 1 9 5 0 年代から近年に至るまで行われている。M u l l i n s によれば、温度一定
下で結晶粒界溝中心が時間と共に深まる現象の原因は粘性流機構、蒸発 -凝縮機構、
体積拡散機構、表面拡散機構の 4 つであるとしている。本論文では、この 4 つの
機構のうち、特に主たる機構と考えられる蒸発 -凝縮機構に絞って議論する。  
ここで、M u l l i n s が導出した、温度一定下における固体表面の発展方程式は以下
の通りである。  
u t = C 1 ( 1 + u x 2 ) 1 / 2 -C 1 ( 1 + u x 2 ) 1 / 2 e x p [-C 2 u x x / ( 1 + u x 2 ) 3 / 2 ] ,
x∈ R 1 ,  t > 0 ,  C 1 =ΩP A / ( 2πM k T ) 1 / 2 ,  C 2 =Ωγ / k T .           
( 1 . 1 )  
ただし、 u ( x , t )は表面形状関数、 P 0は曲率ゼロにおける固体表面の蒸気圧、Ωは原
子体積、γは単位面積あたりの表面エネルギー、Mは原子量、kはボルツマン定数、
Tは温度である。また、結晶粒界溝以外の固体表面は平らとして閉鎖系で議論し
ているので、雰囲気蒸気圧は P 0に等しい。さらに、右辺第 1 項は凝縮への寄与を、
第 2 項は蒸発への寄与を表しており、関数  
e x p [-C 2 u x x / ( 1 + u x 2 ) 3 / 2 ] ,  
は、 G i b b s-T h o ms o n 式による表面曲率の蒸発への影響を表している。この時、
M u l l i n s は以下の近似を用いて ( 1 . 1 )式の線型化を行った。  
i )  曲率が蒸発に及ぼす影響は小さい。  
i i )  固体表面の水平面からの角度は小さい。   
実際、近似 i )を用いると  
e x p [-C 2 u x x / ( 1 + u x 2 ) 3 / 2 ]≈1-C 2 u x x / ( 1 + u x 2 ) 3 / 2 ,  
となるから、 ( 1 . 1 )式は  
u t = C 1 C 2 u x x / ( 1 + u x 2 ) ,  x∈ R 1 ,  t >0 ,             ( 1 . 3 )  
となるが、さらに近似 i i )を用いると | u x | « 1 の関係から線型方程式 ( 1 . 4 )を得る。  
 u t = C 1 C 2 u x x ,  x∈ R 1 ,  t > 0 .               ( 1 . 4 )  
 ( 1 . 4 )式は、拡散方程式あるいは熱伝導方程式としてよく知られた式である。
M u l l i n s によれば、蒸発 -凝縮機構は平滑化特性によって特徴付けられるとしてい
るが、実際、 ( 1 . 4 )式の解が平滑化特性を持つのは明らかである。  
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その後、 ( 1 . 3 )式についての研究が行われ、 ( 1 . 3 )式の古典解も平滑化特性を持つ
事が明らかとなった。さらに、 1 9 9 8 年には K i t ad a と N a k a mu r a により ( 1 . 1 )式の古
典解も平滑化特性を持つ事が示された。以上の過去の研究に関しては、緒言とし
て第 1 章にまとめた。  
第 2 章においては、まず G i b b s-T h o m s o n 式について詳しく再検討した後、それ
に基づいて M u l l i n s モデルを一般化した。具体的には、温度勾配を考慮して、雰
囲気蒸気圧を任意に一定に制御されたモデルについて考えた。M u l l i n s モデルでは
温度が一定に制御されており、雰囲気蒸気圧が曲率ゼロの固体表面の蒸気圧と等
しい場合に限って提案されたものであった。温度が一定ではなく温度勾配を許す
という事と、雰囲気蒸気圧が一定ではあるが曲率ゼロの固体の蒸気圧と等しい必
要がないという事によって、より広範囲の現象を記述する事が出来る。実際先に
述べたように、固液界面においては、温度勾配下における結晶粒界溝の研究が多
く行われている。M u l l i n s モデルを一般化した事により、 G i b b s-T h o ms o n 式  
l n ( P K ( T ( u ) ) / P 0 ( T ( u ) ) ) =2 KΩγ / k T ( u ) ,  
L a n g mu i r 式  
θ A ( u ) = P A / ( 2πM k T ( u ) ) 1 / 2 ,  
θ K ( u ) = P K ( T ( u ) ) / ( 2πM k T ( u ) ) 1 / 2 ,  
微分幾何の関係  
u t =Ω (θ A ( u )-θ K ( u ) ) ( 1 + u x 1 2 + u x 2 2 ) 1 / 2 ,  
を用いて、固体表面現象を議論するために、空間 2 変数に対する非線型発展方程
式を導出した。  
u t = C 1 C ( u ) ( 1 + u x 1 2 + u x 2 2 ) 1 / 2 -C 1 E ( u ) ( 1 + u x 1 2 +u x 2 2 ) 1 / 2  
× e x p {-C 2 ( u ) [ ( 1 + u x 2 2 ) u x 1 x 1 + ( 1 +u x 1 2 ) u x 2 x 2 -2 u x 1 u x 2 u x 1 x 2 ] / ( 1 +u x 1 2 + u x 2 2 ) 3 / 2
} ,                ( x 1 , x 2 )∈ R 2 ,  t > 0 ,  
C 1 C ( u ) =ΩP A / ( 2πM k T ( u ) ) 1 / 2 , C 1 E ( u ) =ΩP 0 ( T ( u ) ) / ( 2πM k T ( u ) ) 1 / 2 ,   C 2 ( u ) =Ωγ / k T ( u ) .
                                           ( 2 . 2 4 )  
ただし、 Kは平均曲率、 P Kは平均曲率が Kの固体表面における蒸気圧、 P Aは雰囲
気蒸気圧、θ Aは凝縮に寄与する原子の流速、θ Kは蒸気圧 P Kの固体表面から真空蒸
発する原子の流速であり、 Tは表面形状 uの関数、 P 0は Tの関数となっている。  
さらに、ここで以下の条件を設定した。  
∃ λ   s . t .   P 0 ( T ( λ ) ) = P A ,   d P 0 ( T ( u ) ) / d u | u = λ >  0 .           ( 2 . 2 7 )  
これは、曲率ゼロの固体表面の蒸気圧が雰囲気蒸気圧と等しくなる高さ λ におい
て、温度勾配を正とするというものである。  
第 3 章においては、 ( 2 . 2 4 )の解を議論するために、発展方程式に関する最大値
原理と比較定理を用意した。さらに、第 4 章 4 . 1 . 1 節において、以下の常微分方
程式の大域解の存在とその性質に関する命題 4 . 1 を用意した。  
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 命題 4 . 1  
常微分方程式 d u / d t = f ( u ) ,  t > 0  において f ( u )∈ C 1 ( R 1 )に関し  
∃ λ∈ R 1   s . t .   f ( λ ) = 0 ,   f ' ( λ ) < 0 ,  
を満たすならば 0 < A < | f ' ( λ ) |を満たす任意の Aに対して、非自明大域解 v ( t ) ,  w ( t )が存
在し e A t | v ( t )- λ | <∞ ,  e A t | w ( t )- λ | <∞を満たす。ここで、 v ( 0 ) < λ ,  w ( 0 ) > λである。  
 
4 . 1 . 2 節においては、 ( 2 . 2 4 )式の解の平滑化特性を明らかにした。具体的には、
比較定理と命題 4 . 1 を組み合わせる事により、 ( 2 . 2 4 )式の C au c h y 問題の解が、条
件 ( 2 . 2 7 )の下で平面 u = λ に漸近する事を示した。その速度は指数関数的であり  
[Ω / ( 2πM k T ( λ ) ) 1 / 2 ]d P 0 ( T ( u ) ) / d u | u = λ ,  
が大きいほど速い速度で近づくという結果を得た。また最大値原理を用いて、解
曲面が平面 u = λ に近づく際に、分岐現象の起こらない事も示した。これらの結果
は、単結晶表面が平滑化特性を保持している事に対応している。  
 さらに 4 . 2 節において以下の命題 4 . 2 を用意し、( 2 . 2 4 )式を 1 変数にして半無限
領域で議論する事により、条件 ( 2 . 2 7 )の下で非自明な定常解が存在する事を明ら
かにした。  
命題 4 . 2  
2 階常微分方程式 u ' ' = f ( u , u ' ) ,  x > 0 ,  ' =d / d x  において、 f ( u , p )∈ C 1 ( R 2 )に関し  
∃ λ∈ R 1   s . t .   f ( λ , 0 ) = 0 ,   f u ( λ , 0 ) > 0 ,  
を満たすならば  
0 < A < | { f p ( λ , 0 )- [ f p ( λ , 0 ) 2 +4 f u ( λ , 0 ) ] 1 / 2 } / 2 | ,  
を満たす任意の Aに対して、非自明大域解 v ( x ) ,  w ( x )が存在し e A x | v ( x )- λ | <∞ ,  
e A x | w ( x )- λ | <∞を満たす。ここで、 v ( 0 ) < λ ,  w ( 0 ) > λである。  
 
この解は従来の M u l l i n s 方程式 ( 1 . 1 )には決して存在する事のなかった、非自明
で有界な大域解であり、多結晶表面において定常的な結晶粒界溝が存在し得る事
を意味している。また、その形状に関しては  
[ ( k T ( λ ) /ΩγP A ) d P 0 ( T ( u ) ) / d u | u = λ ] 1 / 2 ,  
が大きいほど、急峻な結晶粒界溝が得られるという結果を得た。
第 5 章においては、総括として、以上の事をまとめた。  
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